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Для безкванторно-функціональних логік та їх різновидів зі слабкою рівністю та строгою 
рівністю побудовано числення секвенційного типу. Такі числення формалізують відношення 
неспростовнісного, істиннісного, хибнісного та сильного логічного наслідку. Для цих числень 
доведено теореми коректності й повноти. На базі теорем повноти отримано алгоритмічну розв'язність 
проблем наявності логічного наслідку для скінчених множин формул, проблем неспростовності та 
тотожної істинності для формул. 
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Вступ 

Поняття і методи математичної логіки доводять свою ефективність при 
розв'язанні широкого кола задач інформатики. Розроблено || багато різноманітних 
логічних систем, які успішно використовуються в програмуванні й моделюванні. 
Такі системи зазвичай базуються на класичній логіці предикатів. Проте, класична 
логіка має |2| низку обмежень, що виводить на перший план проблему побудови 
нових, програмно-орієнтованих логічних формалізмів. Таку побудову доцільно вести 
на базі спільного для логіки й програмування композиційно-номінативного підходу. 
Логіки, збудовані на його основі, названо композиційно-номінативними (КНЛ). 
Дослідженню КНЛ безкванторно-функціональних рівнів присвячена ця робота. Такі 
логіки займають проміжне становище між пропозиційною логікою 1 першо- 
порядковими КНЛ та є розширенням реномінативних логік. 

Можна виділити такі рівні безкванторно-функціональних логік. 

- рівень безкванторно-функціональних логік (БКФЛ); 

- рівень безкванторно-функціональних логік зі слабкою рівністю (БКФЛР); 

- рівень безкванторно-функціональних логік зі строгою рівністю (БКФЛРС). 

Семантичні властивості безкванторно-функціональних логік вивчалися в |З|, 
14). У цих роботах описано композиції суперпозиції та слабкої і строгої рівності, 
розглянуто семантичні моделі та мови, досліджено властивості відношень 
неспростовнісного |-як, істиннісного|-т7, хибнісного |-х, сильного |-тк логічного 
наслідку. 

Метою даної роботи є побудова секвенційних числень безкванторно- 
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функціональних логік часткових квазіарних предикатів. Такі числення формалізують 
властивості відповідних відношень логічного наслідку для множин формул. Для 
пропонованих числень наведено базові секвенційні форми та умови замкненості 
секвенцій, для цих числень доведено теореми коректності та повноти. 

Секвенційні числення безкванторно-функціональних логік можна розглядати 
як фрагменти відповідних числень першопорядкових логік квазіарних предикатів 
функціональних рівнів. Такі першопорядкові числення побудовано |2| для 
відношення ("ук логік  еквітонних предикатів функціонального рівня та 
функціонального-екваційного рівня з композицією слабкої рівності. Проте 
трактувати пропоноване тут числення ЕСЕ для безкванторно-функціональних логік зі 
слабкою рівністю як фрагмент описаного в |2| відповідного першопорядкового 
числення ЕК,7МЕ можна з певним обмеженням: у |2| числення з рівністю 
розглядаються як окремий випадок прикладних секвенційних числень із множиною 
власних аксіом для композиції рівності, а в пропонованих тут численнях властивості 
композиції рівності описуються за допомогою відповідних секвенційних форм. 

Поняття, які тут не визначаються, тлумачимо в роботах |2), (4), 151. 

Умови замкненості секвенцій та базові секвенційні форми 

Секвенції трактуємо як множини формул, специфікованих символами | та (1. 
Секвенційні числення будуємо так: секвенція |Г.Л вивідна -» Г|- ДА. Секвенція 5 
вивідна, якщо існує замкнене секвенційне дерево (кожний його лист - замкнена 
секвенція) з коренем У. Замкненість |Г А означає Г|- Д. Секвенційне числення 
задається базовими секвенційними формами та умовами замкненості секвенції. 

Базова умова замкненості секвенції | Г ДЛ: 

С) існує формула Ф така, що ФеГ та Фе. 

Наступні додаткові умови замкненості | Г.Д істотні для |-те, |Ят, |ЕЕ! 

СІ) існує формула Ф: ФеГ та - ФеГ; 

СК) існує формула Ф: ФедД та --Фед; 

СІК) існують формули Ф та У такі: ФеГ, - ФеГ, Ф'єд, -Фєд. 

На рівні БКФЛ отримуємо такі секвенційні числення. 


Числення КІК формалізує |-те. Умова замкненості секвенції: См СІВ. 

Числення КІ, формалізує |-7. Умова замкненості секвенції: С м СІ.. 

Числення ЕК формалізує |-;. Умова замкненості секвенції: С м СК. 

Числення КС формалізує |-и/к. Умова замкненості секвенції: С. 

Базові секвенційні форми цих числень індукуються властивостями відповідних 
відношень логічного наслідку для множин формул (див. |41). 

Опишемо базові секвенційні форми числень ЕІ, НІ, КК. 

Нехай У отримана з Ф згорткою суперпозицій згідно з 55Ф. Маємо форми: 


т. ро 
55Ф 1-1; ц55Ф 1-1; 
ЖОВ цФ,Х 
т КВ 
оо55Ф І; це85Ф 11. 


еп» б 


Секвенційні форми для пронесення суперпозицій через -ч та м: 
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Нехай У отримана з елементарної формули Ф на основі еквівалентних 


перетворень згідно з теоремою 4 роботи |4|. 


Маємо такі форми нормалізації термів: 


зр Во оз 
АМС ТТ - МТ ; 
- з | , 
іо 92 Ту 32 
реМСТТ : уреМоТт ; 
Ф,У ц"Ф,У 
Допоміжні форми спрощення, базовані на властивостях СІФ, СМФ, СОФ: 
-Ф,Х 4Ф,5 
СІФ - ІФ оно; 
УФ), 5(Ф),Х 
-"Ф,Х ц"Ф,Х 
разі СІФ ; -НСІФ ; 
(ФУ, Х (ФУХ 
-5 (Ф,т),Х 45 (Ф,т),х 
СмМФ о че 4 - '- 
8 (Ф,х,г)5 ЗРФИХ Г)5 
| 
8 (Ф,т),5 чл (Ф,т),5 
ор (Ф,'х,г),Х рам (Ф,'х,г),Х 
5 (Ф,т),Х 45 (Ф,г),5 
СОФ . ----, ХЕ У(Ф); СОФ ее ----, хем(Ф); 
(Фу г),5 Фо, г),5 
ел (Ф,т),5 цу (Ф,т),Х 
раСОФ ке ---, ХЄУ(Ф);  |Н.СОФ о ----, Х Є У(Ф). 
жо 7 (Ф,І,1),Х до 7 (Ф,1,1),Х 
Форми декомпозиції формул: 
-Ф, Х й 49Ф, 5 й 
РР евируві МА дав 
-Ф,Х р зРУрІ Ф, Р,Х 
б, ; м 5 
ФУ, Х ФУЧР,Х 
реф в б цтФ, Х зерну з 
оре звениеов сур и ЧР 
ФУ, | ФУ, 


Базові секвенційні форми числення ЕС: |МгТг, 4МгТг, |СМФ, (СМФ, | СОФ, 


4СОФ, |СІФ, СІФ, | 55Ф, 559, 5, 45-, УМ, ІМ, ну, м; до них додаємо: 
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х ФУ 
щ ЧУ а 


На рівні БКФЛРС маємо наступні секвенційні числення. 

Числення ЕЇ.К формалізує |-те. Умова замкненості секвенції: С у СІК м СВіз. 

Числення Кі, формалізує |-т. Умова замкненості секвенції: С м СІ, м СВІ. 

Числення КеК формалізує |-». Умова замкненості секвенції: С у СК м СК 5. 

Числення КєЕС формалізує |-щк. Умова замкненості секвенції: С м СВІ5. 

Тут додаткова умова замкненості СКІз індукована властивістю Свв: 

СВІ5) секвенція | Г ДА замкнена, якщо г 2-1 є Д для деякого ІєТУ. 

Базові секвенційні форми числень КЇК, Екі,, КЕК - це наведені вище форми 
числень КІ.К, КІК, КК, до яких додаємо форми, пов'язані зі строгою рівністю. При 
цьому для форм нормалізації термів |МтТг, «ІМгТг, р-МгТтг, -р-МиТг відмінність 
полягає в іншому способі отримання виділених формул: 4 отримується з Ф 
спрощенням та нормалізацією термів на основі 575, СМТ5, СОТУ, 5ІТ5, 5075, 5ЕТУ5. 

Форми, пов'язані зі зняттям заперечення для формул вигляду - 1-5: 

чїе-5, 5 ні єе5, 5 
гі у, Х і 
Форми, пов'язані з симетричністю й транзитивністю строгої рівності: 


125, р5 єї, Х 
от) Тг5 
у е5, 5 у е5, рбег, 5 


уіе5, рег, ртет, 2 
5115 Есе У УХ ЕН о ЕМО 


Форми, пов'язані з заміною рівних (.--ЕТУ5 1 ---ЕТУ тут зайві через |Е5 1 ЧЕ): 
5 ні е5»р 574(0,т,дсєт, Р 574(0, 7,5) єт, 5 


НЕТ - Ба ; 
ої 25,57 (0,/,1) єт, 5 
вт8 ні е5 5"7(0, Діла т 5"(0,т,5)єт, Х | 
ні 285» 577(0,ї,ї)єт, 5 
вФ8 еб 5 (Р, т.і), НАФ Я 
слез,р (Фут, 
вФ8 Рева 5"(Ф,т,г), 45 "Ф,т,5),Х | 
се, 48" (Ф,Т,г),5 
нарааноь ФРІ), (Ф,г,5)Х 
б пар З ФУРХ | 
пак іовз Фут), у (Ф,т,5),Х 
ца пооненничен онко зи реа зе оте ен сти гр ас 


рез, у Фу г,г),5 
Секвенційні форми пронесення суперпозиції через рівність: 
5"(1)25"(5,1),5. 45 (517)25"(5,7),5. 


58 о - 455 - - 
-5 (1 е5,1),5 45 (Ге5,1),5 
каб ії зей 1.5 зоб Її хаб МВ ЛЬІ 

ЗНОС СОНЯ сорознен 9 06 

рт (1 є 5,1), ул (1 е5,г),3 
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Базовими секвенційними формами числення ЕС є форми числення ЕС, до них 
додаємо форми 55, Тт9, ЕЕТ5, 4ЕТ5, нЕФУ5, 4ЕФ5, | 5Е5, -5Е5, пов'язані зі строгою 
рівністю. Тут НЕЗ та ЦЕ5 не потрібні через наявність |-- та -|--. 

На рівні БКФЛР маємо числення ЕСЕ, яке формалізує відношення | ук. 

Додаткова умова замкненості секвенції індукована властивістю Свбу: 

СВ бу) секвенція | Г.Д замкнена, якщо 1-1 є Д для деякого ІєТУ. 

Звідси маємо умову замкненості секвенції: С м СКБу. 

Базовими секвенційними формами числення ЕСЕ є форми числення ЕС, до яких 
додаємо форми, пов'язані зі слабкою рівністю. При цьому для форм нормалізації 
термів |МгТг та (|МгТг відмінність полягає в іншому способі отримання виділених 
формул: У отримується з Ф спрощенням та нормалізацією термів на основі 5Т, СМТ, 
СОТ, 5ІТ, 5ДТ, 5ЕТ (для числення КС - згідно з теоремою 4 із |41). 

Можна ввести окремі форми кроку спрощення чи нормалізації терма згідно з 
УТ, СМТ, СОТ, 5ІТ, 5ДТ, 5ЕТ. Тоді форми |МгТт та (МТ трактуємо як похідні. 

Форми, пов'язані з симетричністю й транзитивністю слабкої рівності: 
ні з5, р ті, їх 5, р5атьрізт, Х 


р Ї 
ТгуУ 


пам - 
різ», З різ5, баг, У 


Форми, пов'язані з заміною рівних і пронесенням суперпозиції через рівність: 


-Ї шу, - 5"7(0, т,1) ша Р 5748, г, 5) -7, х 
натур ів нн о о 
рі25577(0,г,г) т, 5 
рун ов ов де 
не 4577 (0,1) -т, 5 
ІЕФУУ ні 25,57 (Ф, т,» 5 (Ф,7,5),Х 
-Ї шу, о У "(Ф,у,г,5 
УвФМУ Ге С Р СО 


р 5 "(Ф,,г),Х 
Секвенційні форми пронесення суперпозиції через рівність: 
р5' (57) 2 5" (з,1),5. 45 (51) 25" (5,7),5 


Р5Е - я 45В - я 
5 (1 25,1),5 45 (125,1),5 
Властивості відношень логічного наслідку для множин формул індукують 
основну властивість секвенційних форм (тут |- - одне з |-тк, |Ет, ЕР, |ЕтЕ): 
лк 
Теорема 1. 1. Нехай - у - базова секвенційна форма. Тоді: 
ЕГі 
алекоегрьед; )В)грлелрк. 
Ак Х/ 


базова секвенційна форма. Тоді: 


алекта ХЕ7 гіда; 0)ГРелелрк або Хе7. 

Побудова виведення в секвенційних численнях. Теорема коректності 

Опишемо побудову виведення - секвенційного дерева - для заданої секвенції 5 
(скінченної або зліченної). Така побудова розбита на етапи. Вона починається з 
кореня дерева. При цьому кожне застосування секвенційної форми проводиться 
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лише до скінченної множини доступних на даний момент формул. 

На початку етапу виконується крок доступу: до списку доступних додається по 
одній формулі зі списків |-формул та --формул. Якщо відповідний список вичерпано, 
то на подальших кроках доступу додаємо по одній формулі з невичерпаного списку. 
На початку побудови доступна лише пара перших формул списків. 

Після виконання кожної форми перевіряємо, чи будуть усі листи будованого 
дерева замкненими секвенціями. При появі замкненої секвенції, до неї вже 
незастосовна жодна форма, і процес побудови дерева на цьому шляху обривається. 

Якщо всі листи побудованого дерева замкнені, то ми отримали замкнене 
секвенційне дерево: процедура завершена позитивно. 

Якщо ні, то для кожного незамкненого листа робимо наступний крок доступу. 
Нехай після додавання до секвенції-листа нових доступних формул отримана 
секвенція пт. Активізуємо всі доступні непримітивні секвенції т. До кожної активної 
формули застосовуємо відповідну секвенційну форму. Після застосування основної 
форми утворені нею формули на даному етапі пасивні, до таких формул на цьому 
етапі основні форми не застосовуються. 

У процесі застосування основних форм (форми типу 5-», 9У, 59Ф, ---з, М, -зм, а 
також типу 5Е для БКФЛР, типу 5Е5 та Е5 для БКФЛРС) за необхідності виконуємо 
спрощення. Для цього кожен раз при появі відповідної ситуації застосовуємо 
належну допоміжну форму типів СМФ, СОФ, СІФ. Кожен раз при отриманні 
елементарної формули для неї виконуємо форму нормалізації термів (форми типу 
МгТт) до тих пір, поки усі її терми не набудуть нормальної форми. 

Застосування форм рівності (числення БКФЛР та БКФЛРС) має особливості. 

Форми 5га5 (5пУ/ для числення КСе) виконуються кожен раз при появі 
(активізації) нової для секвенції формули вигляду |1 є 5 (вигляду |1 -5). 

Форми Тг5 (ТгУУ для КС) виконуємо кожен раз при активізації пари формул 
рге5 та рег (ніш 5 та р5 з г для ЕС), якщо хоч одна з них нова для секвенції. 

Форми типу ЕТ5 (типу ЕТУУ для ЕСе) виконуються кожен раз при активізації 
пари формул, одна з яких має вигляд | 1-5 (вигляд |і -5), а друга - 5 "З(0,г,1)єт чи 
45" (8.7.1) є т (вигляд 5" (0,г,Т)- т чи 1577 (0,7,1) - т), причому принаймі одна 
з них нова для секвенції. 

Форми типу ЕФ5 (типу ЕФУУ для КС) виконуються кожен раз при активізації 
пари формул, одна з яких має вигляд |Іє-5 (вигляд рі-5), а друга - 
о8Ф, рогів 48 (Ф, т, 1), ел (Ф, г,І) чи з Ф, т,ї) (вигляд 8 Ф, т,ї) чи 


45, т,1)), причому принаймі одна з них нова для секвенції. 


Після застосування основної форми формула дезактивується. Секвенції - це 
множини специфікованих формул, тому повторів формул у секвенціях немає. 

При побудові секвенційного дерева можливі такі випадки: 

1) процедуру завершено позитивно, отримано скінченне замкнене дерево; 

2) процедуру завершено негативно, отримано скінченне незамкнене дерево (це 
можливо для випадку скінченних секвенцій); 

3) процедура не завершується, маємо нескінченне секвенційне дерево (це 
можливо для випадку нескінченних секвенцій). 


О С.С. Шкільняк, Д.Б. Волковицький 55 


155 1561-5359. Штучний інтелект, 2016, Хо 4 


У випадках 2) 1 3) у дереві існує скінченний або нескінченний шлях, вершини 
якого не можуть бути замкненими секвенціями. Такий шлях (о назвемо 
незамкненим. Кожна з формул секвенції 5 зустрінеться на 2 і стане доступною. 

Для пропонованих числень і відповідних відношень логічного наслідку маємо: 

Теорема 2 (коректності). Нехай секвенція | Г.Д вивідна. Тоді Г.Д. 

Якщо |Г. Д вивідна, то для неї побудоване замкнене секвенційне дерево. 

Із побудови дерева випливає: Л Е К для кожної вершини |Л4К. Для листів 
дерева це випливає з визначення замкненої секвенцій. Збереження секвенційними 
формами відношення логічного наслідку (від заснування до висновку) випливає з 
теореми 1. Таким чином, для кореня дерева - секвенції |Г А - теж маємо ГЕ Д. 

Теореми про контрмоделі. Повнота секвенційних числень 

Теореми про повноту опираються на відповідні теореми про існування 
контрмоделей для множини формул незамкненого шляху. 

Теорема 3 (про контрмоделі для числення ЕІ.К). Нехай 5 - незамкнений шлях 
у секвенційному дереві, збудованому для секвенції |Г ДЛ, нехай Н - множина всіх 
специфікованих формул секвенцій цього шляху. 

Тоді існують інтерпретації А - (А, П), В - (А, Б) та б, тє "А такі: 

Нр |ФеН ь Фа(5)-Тта ФеН о» Фд(б) є Т; 

Ню) ФЕН Фі(п) я КЕ та |ФеН -» Фі(п) с Е. 

Пари (А, 0) та (В, т) назвемо 1-контрмоделлю та Е-контрмоделлю для НГ. 

Доведення. Застосування форм до секвенцій на шляху бо відбувається до тих 
пір, поки це можливо, тому кожна непримітивна формула чи її заперечення, що 
зустрічається на шляху 52, рано чи пізно буде розкладена чи спрощена. 

Усі секвенції шляху 620 незамкнені, тому для них не виконується умова 
замкненості С м СІК. Отже, для множини Н виконуються умови коректності: 

НС) не існує формули Ф такої, що |ФеН та |ФеН. 
НСІК) не існує формул Ф та У таких: |ФейН!, р. -Фен, ФРН, рн єб; 

Зауваження: НСІК «сь НСІ. м НСЕ, де НСІ. ї НСБ отримано з умов СІ, 1 СВ: 
НСІ.) не існує формули Ф такої, що |ФенН та |--ФеН; 

НСВ) не існує формули У" такої, що |ФеНта єн. 

Переходи від нижчої вершини шляху 62 до вищої відбуваються згідно з 
відповідною секвенційною формою, тому для Н виконуються умови переходу. 
НСІ) | 5(Ф)/еН з» ,|ФеН; 5(Ф)еН -» ФенН; 

НОСІ) ет (Ф) Є Но етФ є Н; чт (Ф) єЄН о цтФ єн; 
НСМ) УФХ, т) єН з о Ф, 1)єН; 4 Фух, г)уєЄНо о 48 (Ф.т) є Н; 
Н-СМ) ен (Фух,т)єН з р (Ф, 1)єН; 
зоб (Ф,'х,т)єН з чл (Ф, 1)єН. 
НСО) за умови хєу(Ф) маємо: , 5" (Фурт)єН -» ,5"(Ф/т)єН; 
45" (Фут) ЄН з 4 (Ф.т) єН. 
НАСО) за умови хеу(Ф) маємо: , 5" (Ф,гт)єН -» | 5 (Ф/т)єН; 


п ФутуєН з у5'(Фуіт)єн. 
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Нехай У отримана з елементарної Ф згідно з перетвореннями теореми 4. Тоді: 


НМ г) Фен щ» рен; Фен се) зрєнН; 
НАМ) упФен ш» пен; зФеН ш» цоЖенН. 


Нехай У" отримана з Ф згорткою суперпозицій згідно з 55Ф. Тоді: 
Н5Ф) Фен щ» СРО ЄНЕ; Фен ць зЧРєнН; 


Н-5Ф) етФен ш» ртУєН; уФенН ш» ар ве ДО 


Умови, пов'язані з пронесенням суперпозицій та декомпозицією формул: 
Н5-) 5" Фот)є Н з» ,-5'(Фуг)є Н; 5'(-Фу)єН з» о5"(Ф,г)єнН; 
НО5-) ел (-Ф, т)уеЄНов ут (Ф, т) єН; 

У ОФІ)ЄН з тоб (Ф.т)єН; 
НУ5МУ) е5 «ФУ, г) єН з» 8 (Ф,1)М 5" (Ф,т) єН; 
45 (ФУЧТ) єН з» 45 (Ф,7)М 5" (Ф,Т) єН; 
НО5М) рт (ФУФ,т)ЄН С (Ф.І)М5 (Р.1))єН; 
55 (ФУЧ,Т) - У зуі3 (Ф, І)М5'(РФ.1)єН; 
ноз) р-Феб з» |Феб) роФеНо» Фен; 
НМ) |ФУФеН з |ФеН або рРФеН; ФУуФеНо ФеН та (Фен; 


Ном) р-ФУФД)ЄН з роеФЕеН та р-МЧєН; рнА(ФУФ)ЄН з Фен або он. 
Таку множину Н назвемо /К-модельною. Побудуємо контрмоделі за Н. 


Нехай У/- (о, ..., Упь --.) - множина усіх предметних імен, що фігурують у ДНС 


та символах суперпозиції формул Н, нехай Дпо-( у|ує М). Нехай Ту - множина усіх 


нормальних термів, що фігурують у формулах Н. Задамо множину ТУ/ « Ти п, нехай 
ТУ/ а (0, пу з Їпь «|, причому кожне "у; - це і; . Візьмемо множину А таку, що існує 


бієкція між ТИ та А. Кожному 1;Є ТИ/ відповідає а;є А, причому кожному "у; відповідає 
ак. Задамо б а т з | у З удо ноо У; НО уз 3). Для всіх /є Рп5, наявних в Н, задамо /4 та 


Їв так, щоб виконувалась умова: (7.)А(5) с (1)8(1) з а; для всіх 1:Є ТТ. 
Для цу є у; маємо (1у)А(9) 2 (у;)А(9) з ак та (Тк)в(т) є (у,)в(Т) є ак. 
Нехай і» - /є Кп. Задаємо /(6) з (Т)А(9) 2 ат та в) 2 (Ту)ВИ) 2 т. 
Для всіх інших І, Є ТИ/ значення задаємо індукцією за побудовою терма. 


вт) з (пнп)ВО1) 2 дль (11)4(9) З (1л)в(Т) 2 ад -. (уп )А(9) З (Піл)В(П) З діл. Тому задамо 


Ум о ан З Фу) 2 в (ПУ ан У РФ) а: 
Задамо тепер значення примітивних формул та їх заперечень на б 1 п: 
-рреНо»ра(б) - Т тарв(п) є БЕ; 

-чреНо»ра(б) є Ттарв(п) з Б; 
-ререН з ра(б) з Е тарв(п) є Т, що дає -ра(6) - Т та--рв(п) є БЕ; 
-чянеереН з» ра() я Е та рв(п) - Т, що дає -рл(б) є Т та -зрв(п) з БЕ; 
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щ» рабу, на алу, з а, ) я Ттарв(тУу, но алУ. у, за, ) є Б; 
М ртаб"" Пи Уп рія є Н щ» 


ць ра(9Му, на ааУ-уУ, Кз а, ) є Етарв(пУу, на ад У. у, ка а, ) є Т; 


ет, 


з» ра 9Уу з аа, ка, ) я Ктарв(пУУ, ко ад, ра, 

Далі доводимо традиційно: індукцією за складністю формули згідно з 
пунктами визначення Н. 

Зауваження щодо вибору контрмоделі. 

Для К-контрмоделі п невиконання НСБ, тобто наявність формули Ф такої, що - 
Фен та |-ФеН, дає Фа(т) - Е та - Фа(п) - ЕК, що дає неоднозначність Фр. 

Для Т-контрмоделі 9 невиконання НСІ,, тобто наявність формули Ф такої, що | 
Фен та|-Фен, дає Фа(б) - Т та -Фа(б) - Т, що дає неоднозначність Фа. 

Отже, якщо для Н маємо НСІ, та невірне НСЕ, то беремо Т-контрмодель 9; 
якщо для Н маємо НСК та невірне НСІ,, то беремо К-контрмодель п; якщо для Н 
вірні НСІ, та НСЕ, то можна брати як 7-контрмодель 9, так і Е-контрмодель п. 

Подібним чином формулюються і доводяться теореми про контрмоделі для 
числень ЕІ, та ЕК. Для КІ, отримуємо Т-контрмодель, а для ЕК - Е-контрмодель. 

Для числення ЕКС теорема про контрмоделі формулюється так. 

Теорема 4. Нехай р - незамкнений шлях у секвенційному дереві, збудованому 
для секвенції | Г.Д, нехай Н - множина всіх специфікованих формул секвенцій цього 
шляху. Тоді існують інтерпретація А - (А, Г) та бє "А такі: 

Но |ФенН з Фа(5) «Тта ФеН-ь Фд(б) «ЕЕ. 

Таку пару (А, 9) назвемо ІК-контрмоделлю для секвенції | Г Д. 

Доведення. Переходи від нижчої вершини шляху 57 до вищої відбуваються 
згідно з відповідною секвенційною формою числення ЕС, тому для Н виконуються 
умови переходу НСІ, НСМ, НСОУ, НМг, Н5Ф, Н5-, НУМ, Нм, а також Но: 

Но) ФеНа ФеНб; нФеНно»|Фен. 

Усі секвенції шляху 627 незамкнені, тому для Н вірна умова коректності: 

НС) не існує формули Ф такої, що |ФеН та (Фен; 

Таку множину Н назвемо С-модельною. Побудову контрмоделі за Н ведемо 
так, як в теоремі 3, лише дещо інакше задаємо значення примітивних формул на 9: 

-рреН звра(б) є Т; 

-4реН це рад) з Е; 


Р "рідні є Н щ» ра( 9Уу, рзаУнУ, к»а,) є: Т; 


п 


43 "ріднії ЄН зе ра(6Му, на адУу, за, ) Є Б. 


іп 

Розглянемо теорему про контрмоделі для числення КАЇК. 

Теорема 5. Нехай р - незамкнений шлях у секвенційному дереві, збудованому 
для секвенції | Г.Д, нехай Н - множина всіх специфікованих формул секвенцій цього 
шляху. Тоді існують інтерпретації А«(А,П), Ва (А,) та 6,тє"А такі, що 
виконуються умови Нт та Не, 

Це означає: для | Г.Д існують 1-контрмодель (А, б) та Е-контрмодель (В, т). 

Доведення. Переходи від нижчої вершини шляху 527 до вищої відбуваються 
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згідно з відповідною секвенційною формою, тому для Н виконуються умови 
переходу НСІ, Н-СІ, НСМ, Н5СМ, НСО, НУСО, НМг, НАМ, Н5Ф, Но5Ф, Н5-, 
Но5-, Н5М, Но5У, Но-, НУ, Ном та пов'язані з рівністю умови: 
НЕ5) р іехеНоі» те5еН; ріехеНоі»негзеН; 
НУт5)НЕ5еНоів»рі5-І єН; 
НТ) нехзеНтарзегеНіьнегенб; 
НЗ5ЕЗ) о; 251)ЄНо 832) -5"(з1:)єЄН; 
чи 251)єНо 48" (1) 25"(51)єН; 
Н-5Е5) рт (І 251)ЄНо г рт (11) -5/(5,1)ЄН; 
У И 251)єЄН ог УТ) -5"(5,1)єН: 
НЕТ5) |ге5, 5"(0т1)етеН з ніЕ8, 5"(0,т 1) вт, і 57-(0,т,5)єтеН; 
уїе54 5"(8г1)етеН з не» 55(8,Г,1) вт, 4 5" 7(87,5)єтєнН; 
НЕФЗ) гез,,5 (Фу,деН з» рез» 5(Ф,Г,, 5 ФІ) єН; 
ніЄ5 4 5"(Фур)єН ні 254 5" (ФГ), Е 5 (Ф,т,59)єН; 
Н-ЕФ5) уїезр з5"(ФуєН унезр 55 (Ф,т,г, р 155 (Ф,т,5)єнН; 
-Ї ш У, - 5 Фу) є Н ш» Її шу, 4 5 Фут, - 5 Ф, т) є Н . 
Усі секвенції шляху 620 незамкнені, тому для них не виконується умова 
замкненості С м СІК м СКІЗ. Отже, для Н виконуються такі умови коректності: 
НС) не існує формули Ф такої, що |ФеН та (Фен; 
НСІК) не існує формул Ф та У таких: |Фейб!, р. -ФенН, ФРН, нє б; 
НСВ 5) не існує іє Ту такого, що (ет єН. 
Таку множину Н назвемо /.Кез-модельною. Побудуємо контрмоделі за Н. 
Нехай У/- (о, ..., Упь -..) - множина усіх предметних імен, що фігурують у ДНС 
та символах суперпозиції формул Н, нехай Дп- | у|ує М/). 
Нехай Ту - множина усіх нормальних термів, що фігурують в формулах Н. 
Задамо множину ТУ/ - Ти п, нехай ТУ/- (го, 1, ... Їпь --.), Де КОЖНЕ У; - ЦЕ їі. 
Рівність індукує на ТИ/ відношення еквівалентності: 125 о» рі е5єН. 


Нехай А «ТУ яд - фактор-множина множини ТУ/ за відношенням »-. 


Позначимо (7) клас еквівалентності з представником 1. Позначимо (1,) як аї. 

Задамо б с т 2 |у но (у)| у є М/), тоді 
бета о Щоно У Ну о ТЕГУ, НО фон У; З он. 

Для всіх /є Еп5, наявних в Н, визначимо /; так, щоб виконувалась умова 
(12)А4(5) з аг та (1і)в(Л) з аї для всіх 1:Є Ту. 

Для йу з "у; маємо (ї)л(5) є (ті)в(Л) 2 (9)4(9) є (У) я ак. 

Нехай і» 2 /є Кп. Задаємо /(6) з (Тт)А(9) 2 ат та ВЛ) 2 (Ту)ВО) 2 т. 

Для всіх інших і, Є ТИ/ значення задаємо індукцією за побудовою терма. 


вт) з (Іт)в(Т) 2 ду (51)4(0) є (ут)в(т) є ад, .. (Пуп)А(О) Є (Піл)в(П) 2 дз. Тому задамо 
Ум о ан З Фа) 2 в (ПУ ан У З Фу) 
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Задамо тепер значення примітивних формул та їх заперечень на 9. 

Для примітивних формул вигляду 1 є- 5 маємо (для -- 1 2 5 це випливає з НЕЗ): 
ртееН з 1 о5, тому (1 2 5)4(0) - Т та (те 5)8(1) є Б; 
ціє5ЄН -» невірно 1 о. 5, тому (1 2 5)А(0) є Т та (12 5)в(П) - К. 

Для інших примітивних формул та їх заперечень задаємо так, як в теоремі 3. 

Далі доводимо індукцією за складністю формули згідно з визначенням Н. 

Зауваження щодо вибору контрмоделі такі ж, як у випадку числень РІК. 

Подібним чином формулюються і доводяться теореми про контрмоделі для 
числень Е;іЇ, та БЕК. Для ЕїЇ, маємо Т-контрмодель, а для ЕкК - Е-контрмодель. 

Розглянемо теорему про контрмоделі для числення КЕС. 

Теорема 6. Нехай р - незамкнений шлях у секвенційному дереві, збудованому 
для секвенції | Г.Д, нехай Н - множина всіх специфікованих формул секвенцій цього 
шляху. Тоді існують А - (А, Ї) та 8є "А такі, що виконується умова Нс. 

Побудову контрмоделі за Н ведемо так, як в теоремі 5, лише інакше задаємо 
значення примітивних формул на 9. Для формул вигляду І - 5 задаємо так: 

ртееН з 15, тому (1 2 5)4(0) - Т; 
ціє5еН з» невірно / 25, тому (12 5)4(0) - Е. 

Для інших примітивних формул задаємо так, як в теоремі 4. 

Формулювання теореми про контрмоделі для числення ЕКС ідентичне 
формулюванню теореми 6. 

У цьому випадку для модельної множини Н, збудованої за незамкненим шляхом 
в секвенційному дереві, виконуються умови переходу НСІ, НСМ, НС, НМ, Н5Ф, 
НУ5-, НЯМ, Н-, Нм та пов'язані з рівністю наступні умови: 

НУ) Іа5еНі»рязієН; 
НТУУ)0 а5хеНтархягеНо»наген; 
НЕТУ) |г-5,,5(87,)етеН з» рі-5,,5(0,)-т,5(0,7,5)-тенН; 
2545 ,)етеН з» рез, 5 (81,0) ст, 5" (0,7,5) стен; 
НЕФУУ) гс-5,р З«(Фуг)еєН з нер З «(Ф,Т,1), б З «(Ф,г,5)ЄН; 
ніе545 "«Фуден і ігоз, 5 (Фу), 35" (Ф,/,)єнН; 
НЗЕУУ) ие -51:)єЄН 8" (7) -5"(51)єН; 
з (а5т)єН ц» 5"(51)-5"(51)єН. 

Усі секвенції шляху 627 незамкнені, тому для Н маємо умови коректності: 

НС) не існує формули Ф такої, що |ФеН та (Фен; 

НСЕбу) не існує іє Ту такого, що (і -1 єН. 


Контрмодель за Н будуємо так, як в теоремах 5 і 6, лише замість є беремо 7. 

На основі теорем про контрмоделі отримуємо теореми повноти. Вони 
формулюються та доводяться однотипно для всіх пропонованих числень. 

Теорема 7. Нехай ГЕ А. Тоді |Г ДА вивідна (у відповідному численні). 

Наведемо тут доведення для ЕЕ і числення КІ.К. Нехай супротивне: Г |Ете А та 
ЕГ.-Д невивідна. Тоді секвенційне дерево для |Г Д незамкнене, тому в ньому існує 
незамкнений шлях. Нехай Н - множина всіх специфікованих формул цього шляху. 
Тоді за теоремою 3 існують Т-контрмодель (А, 6) та Е-контрмодель (В, п): 
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Фен з Фа(б) - Тта |ФеН -ь Фа(б) є Т; 

ФЕН Фкв(п)  Е та |ФеНо» Фв(п) 2 Е. 

Для Т-контрмоделі згідно з |Г |Д с Н для всіх ФеГ маємо Фд(дб) - Т, для всіх 
є Д маємо Ч(б) є Т. Звідси 5є Т(Га) та бє Т(Ла), звідки Т(Га) Є Т(Ла). Це заперечує 
Г лЕтА, тому й заперечує Г|.тЕД. Для Е-контрмоделі згідно з |Г (Ас Н для всіх Фе Г 
маємо Фв(п) є ЕК, для всіх Ф'єд маємо Фв(п) - КЕ. Звідси пєК(Гв) та пєк(АДв), тому 
Е(Ав) є Е(Г в). Це заперечує Г ві-є Д, тому й заперечує Г |.те А. 

На основі теорем повноти отримуємо розв'язність проблем наявності логічного 
наслідку для скінчених множин формул та істинності для формул. 

Справді, нехай секвенція | Г.Д скінченна. Тоді для |Г.Д будуємо замкнене чи 
незамкнене скінченне секвенційне дерево. Таким чином: 

Теорема 8 (про розв'язність). 1. Нехай множини формул Г та Д мови БКФЛР є 
скінченними. Тоді алгоритмічно розв'язною є така проблема: Г|-к АЛ. 

2. Нехай множини формул Г та Д мови БКФЛ (мови БКФЛРС) є скінченними. 
Тоді алгоритмічно розв'язними є проблеми: Г|-те А; Г|-тА; ГЕєД; Гук. 

3. Для формул алгоритмічно розв'язними є проблеми неспростовновсті та 
тотожно істинності: |- Ф та |-м Ф (мови БКФЛРС); |- Ф (мови БКФЛ та БКФЛР). 

Висновки 

Досліджено композиційно-номінативні логіки часткових квазіарних предикатів 
безкванторно-функціональних рівнів. Для безкванторно-функціональних логік та їх 
різновидів зі слабкою та строгою рівністю побудовано числення секвенційного типу, 
які формалізують відношення неспростовнісного, істиннісного, хибнісного та 
сильного логічного наслідку. Для цих числень наведено базові секвенційні форми та 
умови замкненості секвенцій, описано побудову виведення - секвенційного дерева, 
доведено теореми коректності та повноти. Доведення теорем про повноту 
опирається на теореми про існування контрмоделей для незамкненого шляху в 
секвенційному дереві. На базі теорем повноти отримано алгоритмічну розв'язність 
проблем наявності відповідного логічного наслідку для скінчених множин формул, 
проблем неспростовності та тотожно істинності для формул. 
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КЕ5ОМЕ 


5. 5пКішіак, Д. УоіїКоууї5Куї 

З5едпепі саїсиії Гог Іодіс5 ої Ггее-дпапіійег Гипсбіопа! Іеуєеїз 

І (Фіз рарег ухе ргоро5е з5едиепі саїсий Їог пему сіаз5е5 ої ргоєбгаті-огіепісд 
Іобіса! ТГогтпайстія - сопірозійоп-потіпайує Іобіс5 ої рагіа! диаз5і-агу ргедісаез ої 
їтее-диапиПег Ісуеі. Тре5е Іобіс5 оссиру іпіегтпедіаїе розійоп Беїмееп ргорозійопаї! 
Іовіс ап Пг5(-огдег Іобіс5. У/е соп5ідег Шгее сіа55е5 ої Шезе Іобіс5: Пее-диапіПег 
Гіпсйопа! Іобіс5 (БОБІ), йее-диапійПег Гипсйопа! Їоєіс5 лів сопрозійоп ої уусак 
едиайсу я (БОЕІЕ) апа міф сотробійоп ої 5ігопє едиайу є (БОБІ,5Б). ТБе Госи5 ої 
Фе рарег 15 деуоїеа (о соп5ігисйоп ої 5едиепі саїсиї Їог ШФевбе Їовбісз. 5едиепі саїсиії аге 
ргоровед Фог геіаноп5 ої ІК-сопзедшепсе |-,к, Т-сопзедиепсе |-7, Е-сопзедиепсе |. апа 
ТЕ-соп5едиепсе |-те. Бог не |-к геїайоп іп ЕОБІ,, зедшепі саїсиіця ЕС 15 а Їгаєтлепі ої 
Ше угеі-Кпомуп Пг5(-огдег саїсиіця, ШФегеїоге ууе ргоро5е Ше РоПоміпє пем/ саїсиї Їог 
БОБІ;: ЕІК бог |Ете, ЕІ, ог |ят, ЕК бог Ір. Тгапзійуїу ої усак едиайсу із міоіатед Рог Ше 
геіайопя |Іт, | -є апа |-те ій ЕОЕТЕ, из опіу Фе |-ук геїайоп геплаїп8 адедпаїе. ТПегеїоге 
ууе ргоровбе а саїсшіиця ЕСе бог ук. Бог ЕОБІ.5В ме ргорозе Ре саїсиї: Ерік бог |Яте, БЕІ, 
Рог |Ет, БЕК бог |в, ВЕС Їог (ук. УМе зресіїу Базіс зедиепі Їогтп5 ап 5едиепі сіоз8иге 
сопдійоп5 Їог ШФезе саїсиій, у/е Фе5сгібе ргоої соп5ігисі іп Ше іпігодисей саїсий - а 
зедиепі (гее. Бог Ше ргоро5ед саїсиїйї (Пе 5ойпдапез5 апа согпріегепев5 Шеогетів аге 
ргоуедй. ТБе ргоої ої Ше сотріеїепезє5 Шеогет 15 Ба5ед оп Ше еогет5 абоці а соппіег- 
тоае! Гог поп-сіо5ед рай їп Фе 5едиепі (теє. 

Зоппапез5 апа сотріекепез5 Шеогет. Г|- Д с» зедиепі | Г.Д і5 Фегіуабіе. 

Оп Фе Ба5е ої Ше сотріекепев5 Шеогет у/е обіаїп ап аїєогійртіс 50Ї/уабіШу ої 
ргобіетя ОЇ ехіз5(епсе ої Іобіса! соп5едиепсе Їог Ппісе 5еї5 ої Гогппиіав, ітеїиікабіу 
ргобіетя апа ічеписаПу ги ргобіетз їог Гогтиіаз. 


Надійшла до редакції 05.10.2016 
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